
 
 

11  صيرهاي آمادگي آزمون كارشناسي ارشد ن ه دور  بسيج دانشجويي دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي 

 معادلات ديفرانسيل/برق
  
  
  
  
  
  
  

   خطي با ضرايب ثابتnمعادله مرتبه 
(n)  :فرم كلي (n ) (n )

n ny a y a y ... a y a y b(x)− −
− − ′+ + + + + =1 21 2 1  

ii n ,a≤ ≤   . ثابت هستند1−
  :طريقه حل

(n)  : كنيم  ابتدا معادله همگن را حل مي)الف (n )
ny a y ... a y−
−+ + + =11  

  معادله مشخصه
n n n

n nD a D a D ... a D a− −
− −+ + + + + =1 21 2 1  

) معادله مشخصه باشد P جواب مرتبه αاگر  )P(D )− α   :هاي متناظر معادله ديفرانسيل همگن عبارت است از ، آنگاه جواب=
x x p xA {e ,xe ,..., x e }α α − α= 11  

)و اگر  )(D )− α +β2 jα باشد يعني 2 ± β جواب مرتبه p باشد، آنگاه  معادله مشخصه
x x p x

x x p x
e cos x,xe cos x,..., x e cos x

A
e sin x,xe sin x,..., x e sin x

α α − α

α α − α

⎧ ⎫β β β⎪ ⎪= ⎨ ⎬
⎪ ⎪β β β⎩ ⎭

1
2 1،p2 جواب متناظر معادله ديفرانسيل همگن است، چون مرتبه معادله P2 بوده 

  .است
ها  ي اعضاي اين مجموعهگويند و جواب عمومي معادله همگن تركيب خط هاي پايه معادله مي ب  مجموعه جواA2 و A1هاي  به مجموعه

  .است
  

  جواب معادله ديفرانسيل زير چيست؟: مثال  
y y y′′ ′+ + =2  

D :معادله مشخصه D (D ) D ,+ + = → + = → = − − ⇒2 1 22 1 1 1 1 هاي پايه مجموعه جواب   x x{e ,xe }− −=  

x x
hy c e c xe− −⇒ == +1 2  

  جواب پايه معادله زير كدام است؟: مثال  

( ) ( ) ( )( ) ( )( )D D D y D D D y+ + − = + + + − =
22 22 22 5 1 1 4 1 1  

x جواب پايه x x xy C e sin x C e cos x C e C e− − −= + + +1 2 3 42 2  

   يافتن جواب خصوصي)ب
  . استb(x)زنيم و معمولاً جواب خصوصي از جنس تابع  معمولاً براي جواب خصوصي حدس مي

  
y :مثال   y y x x′′ ′+ + = − +22 3 1 

x x
nD D (D ) y C e C xe− −+ + = + = → = +2 2 1 22 1 1 :  جواب همگن  

معادلات ديفرانسيل
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 معادلات ديفرانسيل/برق

py  :زنيم يحدس م: جواب خصوصي x bx c= + +2  
  :هيم د  حدس زده شده را در معادله ديفرانسيل قرار ميypحال 

( )p p p

x
h p

y y y ( x b) x bx c x x x ( b)x b c x x

b b
y y y (c c x)e x x

b c c
−

′′ ′+ + = + + + + + = − + → + + + + + = − +

+ = − ⇒ = −⎧
⇒ ⇒ = + == + + − +⎨ + + = ⇒ =⎩

2 2 2 2

21 2

2 2 2 2 3 1 4 2 2 3 1
4 3 7 7 132 2 1 13

 

  معادله خطي با ضرايب متغير
y  فرم كلي a(x)y b(x)y c(x)′′ ′+ + =  

  :حل
  :كنيم  ابتدا معادله همگن را بررسي مي)الف

y ay by′′ ′+ + =  
  : هستندx توابعي از v و uگيريم كه   در نظر ميy=uvپاسخ را به صورت 

y u v uv y u v u v uv′ ′ ′ ′′ ′′ ′ ′ ′′= + → = + +2  
  :آنگاه طبق معادله اصلي

u v u v uv au v auv buv
u v ( v av)u (v av bv)u

v v av bvu a u u (*)
v v

′′ ′ ′ ′′ ′ ′+ + + + + =
′′ ′ ′ ′′ ′→ + + + + + =

′ ′′ ′+ +⎛ ⎞ ⎛ ⎞′′ ′⇒ + + + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

2
2
2

 

ل اصلي به ازاي ، همان معادله ديفرانسيuتوجه داريد كه صورت ضريب .  را به خاطر بسپاريد(*)، معادله 2كافي است براي حل معادله مرتبه 
y=vاست .  

  

uy را چنان بيابيد كه u :مثال  
x

  : پاسخ معادله زير باشد=

y y y
x x
uy uv v , v , v
x x x x

v v v
xv xu u u

v x v

x x x xx
xu u

x
x x

− − −− −

− −

=

⎛ ⎞
′′ ′+ + λ − =⎜ ⎟

⎝ ⎠
−′ ′′= = ⇒ = = =

⎛ ⎞
′′ ′+ + λ −⎜ ⎟′⎛ ⎞ ⎝ ⎠′′ ′⇒ + + + =⎜ ⎟

⎝ ⎠
⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟⎜ ⎟ − × + λ −⎜ ⎟− ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠′′ ′ ⎜⇒ + + +⎜ ⎟
⎜⎜ ⎟
⎜⎜ ⎟ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠

2
2

3 5

2
2

5 3 13 1 22 2 22 2
1 1
2 2

1 1
4

1 1 3
2 4

1 1
1 42

3 1 11
4 21 422

{ }

u

u u D D cos x,sin x
cos x sin xy uv C C

x x

=λ

⎟ =
⎟
⎟
⎟

′′⇒ + λ = → + λ = → = ±λ→ λ λ

λ λ
⇒ = = +

2

2 2 2

1 2  
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 معادلات ديفرانسيل/برق
  

  

  :شود مگر در دو حالت كه عبارتند از  مسائل تغيير متغير مناسب مانند مثال قبل داده مي٪20 معمولاً در :نكته  
  )رد اين گونه است موا٪60) (حالت اول

}از  }h hy , y1   : يكي معلوم باشد2
  :شود  صفر مي(*) در معادله uكند، ضريب  گيريم و چون در معادله ديفرانسيل صدق مي  ميvدر اين صورت آن را برابر 

h

h

y
u a u

y

′⎛ ⎞
′′ ′⎜ ⎟+ + + =

⎜ ⎟
⎝ ⎠

1

1
2  

y يك جواب y= x اگر :مثال   y b(x)y
x

′′ ′+ + =
  جواب ديگر و جواب كلي معادله چيست؟ باشد 1

h h

uu u ln u ln x
x x u x

C
u u y uy y C x c C x

x x xx x

′′⎛ ⎞′′ ′ ′+ + = → + = → + =⎜ ⎟ ′⎝ ⎠
− − −⎛ ⎞′→ = → = ⇒ = = ⇒ = + = +⎜ ⎟

⎝ ⎠2 1
21 2 13 2

1 1 32 3

1 1 1 1
2 22

 

v صفر شود ′uاگر ضريب ) حالت دوم a
v
′⎛ ⎞+ =⎜ ⎟

⎝ ⎠

   آنگاه2

v  )به شرطي كه معادله روبرو خوب حل شود( av bvu u
v

′′ ′+ +′′ + =  
  

  مثال  

v v vx y xy ( x )y , a v x
v v x v x

x x x ( x )xv av bvu u u u
v

x

−

− − −− −

−

′ ′ ′
′′ ′+ + − = + = + = → = − → =

− + −′′ ′+ +′′ ′′⇒ + = ⇒ + =

1
2 2 2

5 3 1
1 22 2 2

1
2

9 2 2 1 2 14 4

3 1 944 2 4
 

 را تشخيص داده و v و uتوان  هاي داده شده مي كنيم كه در اكثر موارد لازم نيست و با بررسي گزينه اگر ساده بود معادله فوق را حل ميكه 
  .جواب مسأله را مشخص نمود

  

xy در معادله :مثال   y xy′′ ′+ + =2  در صورتي كه 4
x
lim y
→

y باشد، مقدار 1= π⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠4

   كدام است؟

1 (  2 (1  3 (
π
4  4 (

π
2  

  :كنيم هاي پايه داده نشده، از حالت دوم استفاده مي چون تغيير متغير يا يكي از جواب

x

v v v ,v
v x x x x

x x ( x ) xu u u u
x

u :{cos x,sin x} y :{ cos x, sin x}
x x

sin xlim y y C
x

− − −

−

→

′ −′ ′′+ = → = → = =

+ − +′′ ′′⇒ + = → + =

→ ⇒

= ⇒ =

2 3
3 1 2 1

1

1

2 2 1 1 2

2 2 4 4

1 12 2 2 2

21
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 معادلات ديفرانسيل/برق

cosيه داده شده، ضريب عبارت با توجه به شرايط اول x
x
xچون اين عبارت به ازاي .  صفر استy در جواب عمومي 2 نهايت خواهد  ، بي=

  :شد

x x x

sinsin xlim y C lim C C lim y
x π→ → →

π

= × = × = ⇒ = → = =
π π1 1 1

4

2 1 1 222 1 2 2
4

 

  تخمين جواب حول يك نقطه
x بسط هر تابع حول :بسط مك لورن   : نامند كه عبارتست از ا بسط مك لورن تابع مي ر=

n
nf (x) C C x C x ... C x ...= + + + + +21 2  

  : مجهولات اين بسط هستند كه به وسيله روابط زير قابل دستيابي هستندCiكه ضرايب 
(n)

(n)
n n

f ( )f ( ) n!C C
n!

= ⇒ =  

xf بسط مك لورن :مثال   (x) e=را بيابيد .  
(n) x (n) x n

nf (x) e f ( ) C e x x ... x ...
n! ! ! n!

= → = ⇒ = ⇒ = + + + + +21 1 1 11 1 1 2  

  :نامند كنند كه قسمت زوج را كسينوس هيپربوليك و قسمت فرد را سينوس هيپربوليك مي  را به دو قسمت زوج و فرد تقسيم ميxe :تعريف
nchx x x ... x ...

! ! ( n)!
= + + + + +2 4 21 1 11 2 4   xeقسمت زوج  :2

( )
nshx x x ... x ...

! ! n !
+= + + + +

+
3 2 11 1 1

1 3 2   xe قسمت فرد :1

y تخمــين درجــه دوم جــواب معادلــه :مثــال   ( x)y (x )y x x′′ ′+ − + + = − +2 22 5 3 )y بــا فــرض 3 ) = y و 1− ( )′ =  را 2
  :بنويسيد

x در   yبا توجه به صورت مسأله مي دانيم كه          مـورد سـؤال بـود، پاسـخ        ) درجـه يـك   (اگـر تخمـين خطـي       . دارد+ 2 است و شيب     -1،  =
y x= −2 در ... ( و   C2رويـم و ضـريب        تر بخواهيم از تخمـين غيـر خطـي مـي            اگر دقيق . آمد  شد كه از بسط مك لورن هم به دست مي            مي 1
x در ′′yيابيم، براي اين كار به  را در بسط مك لورن مي) صورت نياز   : نياز داريم=

y ( )y ( ) ( ) ( ) y ( ) c y x x
!
′′

′′ ′′+ − × + + ×− = − × + ⇒ = ⇒ = = = ⇒ = − + +2 22
42 2 5 1 3 3 4 2 1 2 22 2  

yتوان اين گونه نگاه كرد كه تخمين جواب معادله،  به رابطه اخير مي x= − +1   .باشد  ميx22 با حداكثر خطاي 2
y بايد: (خواست  را مي3اگر تخمين درجه  (   ).يافتيم  را مي′′′(

  . ايجاد شود′′′yگيريم تا  از معادله ديفرانسيل يكبار مشتق مي
y ( x)y y (x )y xy x′′′ ′′ ′ ′+ − − + + + = −22 5 2 2 3  

xحال مقدار دهي در  =:  

y y ( ) c y x x x−′′′ ′′′+ × + × + = − → = − ⇒ = ⇒ = − + −2 33
19 192 4 4 2 3 19 1 2 26 6  

xΔ خطاي پاسخ از حالت خطي به ازاي حداكثر تغيير كرد حداكثر مثلاً اگر سوال مي =
1
  :شود، خواهيم داشت  چه مي10

maxy x xΔ = + = × + × =2 319 1 19 1 1392 26 100 6 1000 6000  
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 معادلات ديفرانسيل/برق
  

ون در شود تا حداكثر خطا بـه دسـت آيـد، چ ـ    ، مثبت در نظر گرفته ميx3در محاسبه حداكثر خطا، علامت منفي در ضريب       : توجه  
  .تواند مثبت يا منفي باشد و ما بايد حالتي را در نظر بگيريم كه حداكثر خطا محاسبه شود  ميxΔواقع 

  
  
  
  
  
  
  


