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  2 و1رياضي
  
  
  
  
  

  ها دنباله
fتابع  : n{a را يك دنباله گويند و با →   .دهند  نمايش مي{
  :شود ها جزو توابع گسسته هستند و براي آنها حد به صورت زير تعريف مي دنباله

n nlima L ; M : n M a L= ∀ε > ∃ ∈ ≥ ⇒ − < ε  

  :نكات
  . دنبالة يكنوا و كراندار، همگراست-
  . دنبالة همگرا، كراندار است-
k است كه در آن L نيز همگرا به amn+k همگرا باشد، آنگاه L به an اگر - , m∈ ∈  
  . همگرا باشد، آنگاه حد آن يكتاستL به an اگر -
n همگرا باشد آنگاه an اگر - na a+   . همگرا به صفر است1−

  :صهاي خا دنباله
nمقدار ثابت و قدر نسبت   :  دنبالة حسابي-1 na a d ; d :+ − =1  

dاگر  d دنباله صعودي اكيد و اگر   < dدر حالت .  دنباله، نزولي اكيد است > na  . دنباله ثابت است= a (n )d= + − ⇒1 1  

nمقدار ثابت و قدر نسبت   ) هندسي( دنبالة تواني -2
n

a
q ; q :

a
+ =1  

n
na a q −= 11  

qاگر  >qاله صعودي اكيد و اگر ، دنب1< q باشد نزولي اكيد است و اگر 1>   .ساني است، دنبالة نو>
|اگر  q nlimq باشد 1>| | و اگر = q   . واگراستnq باشد دنبالة 1<|
qاگر  q همگرا به يك و اگر nq باشد 1= =   . واگراستnq باشد 1−

 دنبالة -3
n

n
⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠

11  

  . استeو حد آن ) همگراست(اين دنباله صعودي اكيد و كراندار است 
n n

x
n x

xlim e , lim e
n n→∞ →∞

⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ = + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

11 1  

دنبالة : توجه  
n

n

+⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠

  . استe اي نزولي اكيد و همگرا به  دنباله111

n دنبالة -4
n!

n
  

  .اي نزولي اكيد و همگرا به صفر است اين دنباله، دنباله

nاگر  n
n!a
n

n باشد آنگاه دنبالة =
n

n

ab
a +

=
1

  . استeاي همگرا به   دنباله

  

2 و 1رياضي
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  2 و1رياضي
  

n{aاگر دنبالة : نكته   nاي باشد كه  ونه به گ{

n

a
lim

a
n  :  موجود باشد آنگاه داريم1+ n n

n

a
lim lim a

a
+ =1  

حد دنبالة : مثال
n n!

n
  . را تعيين كنيد

n
n

n n
n

(n )!
n! (n )lim lim limn! en

n n

+
+

+= = =
⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠

1
1

1 11
11

 

  ها سري
n{a جملة اول دنباله nاگر مجموع    :  مايش دهيم داريم نSn را با {

n
n n i

i
S a a ... a a

=
= + + + = ∑1 2

1
  

n{Sاز آنجا دنبالة     nlimSنويـسيم      باشـد مـي    Sشود كه اگر  همگرا به          تعريف مي  { S=     و يـا 
n

i
i

lim a S
=

=∑
1

نويـسيم     و بـه اختـصار مـي       

n
n

a S
∞

=
=∑

1
nم سري گوئي  و مي

n
a

∞

=
∑
1

  .گوئيم واگراست در غير اين صورت مي.  استS همگرا به 

  :نكات

n شرط لازم همگرايي سري -
n

a
∞

=
∑
1

  . همگرا به صفر باشدna آن است كه دنبالة 

nنگاه سري  باشد آL همگرا به na اگر - n
n

(a a )
∞

+
=

−∑ 1
1

L همگرا به  a−   . است1

n اگر - nlim na , a≠ n آنگاه سري <
n

a
∞

=
∑
1

  . واگراست

n اگر   - n n
n

a
q lim lim a

a
+= | باشد آنگاه به ازاي      1= q n سري   1>|

n
a

∞

=
∑
1

| همگراسـت و بـه ازاي         q  سـري واگراسـت و بـه ازاي         1<|

| q   .توان گفت  چيزي نمي1=|

n اگر   - na b< n و سري    >
n

b
∞

=
∑
1

n همگرا باشد آنگاه سري      
n

a
∞

=
∑
1

nواهد بود و اگر      همگرا خ  
n

a
∞

=
∑
1

n واگرا باشد، آنگاه سري      
n

b
∞

=
∑
1

 

  .نيز واگرا خواهد بود

i اگر - n
i

a S
∞

=
=∑

1
   باشد خواهيم داشت 

n
i i n n n n

i
(a a ) a a , S S a+ + −

=
− = − − =∑ 1 1 1 1

1
  

حاصل : مثال
m

n
A sin nx

=
= ∑

1
  . را محاسبه كنيد

xsin2ين را در طرف: حل   :كنيم  ضرب مي2

m m

n n

nx xsin sin(n )x n n x n n (n )sin sin nx cos x cos x cos cos x sin xsin x A xsin= =

+− + + +
= − = − = ⇒ =∑ ∑

1 1

12 1 2 1 2 1 1 2 22 22 2 2 2 2 2 2
2
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nسري  :سري تواني
n

n
S a

∞

=
= ∑

1
|هرگاه .  را سري تواني گويند a   .، سري همگراست1>|

n
n n

a a aS limS
a a

+ −
= ⇒ =

− −

1

1 1  

حاصل : مثال  
n n

n
n

( ) −∞

+
=

+ −∑
1

11

2 1
3

  . را حساب كنيد

nnx n

n
n n n

( ) −∞ ∞ ∞

+
= = =

−+ − ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − − = − = + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ − +

∑ ∑ ∑
1

11 1 1

2 1
2 1 1 2 1 1 1 1 2 1 33 3

2 13 3 3 3 3 3 3 12 43 1 13 3

 

سري : سري همساز يا هارمونيك
n n

∞

=
∑
1

  . را گويند كه واگراست1

n سري -
n

n!

n

∞

=
∑
1

nهمانطور كه گفته شد : 
n

n!lim
en

=
 و چون 1

e
<

1   . پس سري فوق همگراست1

  انتگرال
  :ديفرانسيل يك تابع

  :كنيم در مسايل تخمين يك تابع از فرمول زير استفاده مي
( ) ( ) ( )f x x f x f x x′+ Δ + Δ  

   كدام است؟sin31مقدار تقريبي : مثال  
( )

( ) ( ) ( )
f x sin x ;x ; x

sin x x sin x cos x x sin sin cos

π π= = Δ =

ππ π π π π+ Δ + Δ ⇒ + + × = +

6 180
316 180 6 6 180 2 360

 

  :تابع اوليه
 F'(x)= f(x)  : اشيم گوئيم هر گاه داشته ب f(x) را تابع اوليه  F(x)تابع 

)  :  است در نتيجهf(x) نيز تابع اوليه تابع F(x)+c: نتيجه ) ( )f x dx F x c= +∫  

  :هاي مهم انتگرال

x x

x dx x c ;

sin xdx cos x c , cos xdx sin x c ;

e dx e c ;

dx Ln | x | c
x

bx bxdx Arctg c ; dx Arcsin c
ab a b aa b x a b x

α α+

α α

= + α ≠ −
α +

α = − α + = α + α ≠
α α

= + α ≠
α

= +

= + = +
+ −

∫

∫ ∫

∫

∫

∫ ∫

1

2 2 2 2 2 2

1 11
1 1

1

1

1 1 1 1

 

udV: انتگرال جزء به جزء   uV Vdu= −∫ ∫  
( ) ( ) ( )x xtgx dx Ln | cos x | c ; e f (x f x )dx e f x c′= + + = +∫ ∫  

xxحاصل انتگرال : مثال   e dx∫   . را حساب كنيد4
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( )
( )

x x

x

I x e dx e x x x x x x x dx

I e x x x x c

= = + − − + + − − +

= − + − + +

∫ ∫4 4 3 3 2 2

4 3 2

4 4 12 12 24 24 24 24

4 12 24 24
 

  :گيري تعويض متغير در انتگرال
)در انتگرال معين  )I f x dx=   : را قرار دهيم داريمy تابعي از x اگر به جاي ∫

( ) ( ) ( ) ( )x g(y) dx g y dy I f x dx f (g y )g y dy′ ′= ⇒ = ⇒ = =∫ ∫  

  . حاصل انتگرال مقابل را حساب كنيد: مثال  
( )

dx
x x+∫

1
2

  

( )
xx y dx ydy I ydy I dy Arctg c

yy y
= ⇒ = ⇒ = ⇒ = = +

++
∫ ∫2

22
1 22 2 2 222

 

)حاصل : مثال   )xx Lnx dx+∫   . را حساب كنيد1
حل:     ( )x x xy x dy x Lnx dx I dy y c x c= ⇒ = + ⇒ = = + = +∫1  

  :قضاياي انتگرال
α,(   خطي بودن انتگرال - βثابت  (  b b b

a a af g f gα +β = α +β∫ ∫ ∫  

b   تفكيك انتگرال  - c b
a a cc [a.b] ; f f f∀ ∈ = +∫ ∫ ∫  

)   (f(c)) مقدار متوسط - )( )b
ac [a,b] ; f f c b a∃ ∈ = −∫  

)  : داشته باشيمa<x<bپذير باشد و به ازاي   انتگرال[a,b] در f اگر : قضيه اساسي اول انتگرال- ) ( )x
aF x f x dx= ∫  

)  :  داريمx در fدر نتيجه با فرض پيوستگي تابع  ) ( )F x f x′ =  
   در رابطه زير صدق كندF(x)پذير باشد و تابع   انتگرال[a,b] در f اگر تابع :قضيه اساسي دوم انتگرال

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )b
ax a,b ; F x f x f x dx F b F a′∀ ∈ = ⇒ = −∫  

nIحاصل : مثال   ( x ) dx= −∫
1 2   . را حساب كنيد1

( ) ( ) ( ) ( ) ( )nn n nI x |
n n n n

+ + + + −
= − = − − =

+ + + +
1 1 11 1 11 1 12 1 1 12 1 2 2 2 2 2 2  

 پذير باشد، در اين صورت انتگرال تابع معكوس را از رابطه زيـر حـساب           صعودي و انتگرال    [a,b] در   fاگر تابع   : قضيه انتگرال تابع معكوس   
  :كرد

( ) ( ) ( ) ( )( )
( )f bb

a f af x dx f y dy bf b af a−+ = −∫ ∫ 1  

  . را حساب كنيدeLnxdx∫1حاصل : مثال  
e eyLnxdx e dy e Lnxdx+ = ⇒ =∫ ∫ ∫

1
1 1 1  

   قضيه تقارن در انتگرال معين∗
( ) ( )b b

a af x dx f a b x dx= + −∫ ∫  

)حاصل : مثال   )nx x dx−∫
1   :د را حساب كني1
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( ) ( ) ( )n n n nI x x dx x x dx I x x dx
n n

+= − = − ⇒ = − = −
+ +∫ ∫ ∫

1 1 1 1 1 11 1 1 2  

  ها   مساحت بين منحني-
  :شود  از رابطه زير تعيين مي[a,b] در بازه y=g(x) و y=f(x) سطح محصور بين منحني -

( )b
aS | f (x) g x | dx= −∫  

) دربازه ox و محور y=f(x)منحني سطح محصور بين : نتيجه )b
as | f x | dx :[a,b]= ∫  

) در بازه oy و محور y=f(x)       سطح محصور بين منحني  )d d
c cs xdy f y dy : c y d−= = ≤ ≤∫ ∫ 1  

  
≥yها وقتي y و محور y=Lnxسطح محصور به منحني : مثال     . را حساب كنيد1≥

ys e dy e= = −∫
1 1  

) و [a,b] از بازه x اگر در هر نقطه : قضيه تخمين انتگرال معين- ) ( ) ( )x f x xψ ≤ ≤ ϕدر نتيجه :  

( ) ( ) ( )b b b
a a ax dx f x dx x dx a bψ ≤ ≤ ϕ <∫ ∫ ∫  

  :محاسبه حجم حاصل از دوران
  :r    حول خط به فاصله b,aحجم حاصل از دوران مستطيل 

)  : فرمول مهم ) ( )V a b r ar ab b r= π + − π = π +2 2 2  
  

  مطلوبست جزء حجم حادث از دوران سطح منحني: مثال  
f(x)+  با محورox بين خطوط x= 2, x= -1 حول خط x=3.  

  
  
  

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )dv dxf x f x x f x f x x dx= π + − = π − +2 3 2 6  
  

  . را تعيين كنيدx= -1 حول خط y= e+1, y=1 بين خطوط oy و محور f(x)= Lnx+xجزء حجم حاصل از دوران منحني : مثال  
  

( ) ( )

( )( )e

a dy , b x , r

dV xdy x x xdx
x

V x x dx

= = =

⎛ ⎞= π + = π + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

= π + +∫1

1
12 1 2

1 2

  

 برابر اسـت  x= c حول خط [a,b] در بازه g,fتوان اثبات كرد حجم حادث از دوران سطح محصور بين دو منحني  با استفاده از روش فوق مي

)  : با ) ( )b
aV | x c | | f x g x | dx= π − −∫ 2  

V  باشد برابر است باd حول خطي كه فاصله مركز ثقل سطح از آن s حجم حادث از دوران سطح بسته به مساحت :قضيه sd= π2  
  
  

a 

b 

r 

a dx=

y

( )b f x= r x= −3

−1 x 2 3 x

−1 x

y

a
r

b
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  قضيه تعميم انتگرال معين
)پذير باشـند و داشـته باشـيم      نيز مشتقb(x), a(x) پيوسته باشد و b(x), a(x) در فاصله fاگر تابع  ) ( )( )

( )b x
a xG x f t dt=  آنگـاه خـواهيم   ∫

): داشت ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )G x b x f b x a x f a x′ ′ ′= −  
  

)اگر : مثال   ) cos x
x

cos tG x dt
t

=
+

∫ 2 21
) باشد  )G x′كدام است؟   

)  حل ) ( )cos cos x cos xG x sin x x
cos x x

′ = −
+ +2 42

1 1
  

a  : چند نكته a
af (x) f (x)dx f (x)dx−⇒ =∫     تابع زوج2∫

  ( )a
af (x) f x dx−⇒     تابع فرد∫=

  ( ) ( ) ( )at nT T
af x f x dx n f x dx+⇒ =∫   T  تابع متناوب با دوره تناوب ∫

  :ها آزمون انتگرال در سري
( ) ( )n

n
f x dx a a f x dx

∞∞ ∞

=
≤ ≤ +∑∫ ∫11 11

 

nيعني شرط همگرايي 
n

a
∞

=
∑
1

) آن است كه  )f x dx∞
  . همگرا باشد و يا كراندار باشد1∫

سري : مثال  
n n

∞

=
∑ 21

  : است زيرا2 و 1 با توجه به نكته بالا همگراست و مقدار آن بين 1

dx , a
xx

∞ ∞⎛ ⎞= − = =⎜ ⎟
⎝ ⎠∫ ∫ 11 12

1 1 1 1  

  : قضيه انتگرال ريمان-
( )

n

n

b b n n
a

i a

lim lim lima bif f x dx ; a , b
n n nn n n n=

⎛ ⎞ = = =⎜ ⎟→∞ →∞ →∞⎝ ⎠
∑ ∫

1  

limمطلوبست محاسبه حد : مثال   nA Arctg Arctg Arctg
n n n n

⎛ ⎞−
= + + +⎜ ⎟→∞ ⎝ ⎠2 2 2

1 2 1  

n n n

i i i

lim lim limi i iA Arctg xdx
n n n n nn n

− − −

= = =
= = = = =

→∞ →∞ →∞∑ ∑ ∑ ∫
1 1 1 1

2 21 1 1

1 1
2  

  :نمونه سؤالات
) باشد سري f(x)= sinx اگر -1 )

n
f n

=
∑
100

1
   كدام است؟

1 (sin sin /
sin /
50 50 5

0 5  2 (sin sin /
sin /
50 49 5

0 5  3 (sin50  4 (2sin50  
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c در قضيه مقدار ميانگين براي تابع زير در بازه داده شده باشد c اگر مقدار -2 ce    كدام است؟2−

( )
tx

x
e c cf x dt x ( (

t cc c

c c( (
c c c c

+ +
= ≤ ≤

+ ++

+ +

+ +

∫
2 2 2

2
2 2
2 2

1 11 2 11 1
1 14 3
2 2 2

  

/ حاصل -3
dx

x
∫
1

0    كدام است؟992

1( 80  2 (3Ln2  3 (1  4 (125  

y مساحت سطح حاصل از دوران منحني -4 x x=
2
≥x وقتي 3 ≤    كدام است؟oy حول محور 3

( ( ( (π π π
π

232 166 1164 12 3 2 115 15 15  

) طول نقطه عطف منحني -5 ) xx e−+
2

   كدام است؟1
1 (x=0   2 (x= 1   3 (x= -1   4 (x= 2  

)سري  شعاع همگرايي -6 ) n
n

n
C x

∞

=
−∑ 2

1
nnحاصل .  است4 برابر 1 n

n n

clim c
c→∞

+
   كدام است؟1+

1 (4   2 (5/2   3 (25/4   4 (257
16  

) اگر -7 ) ( )xf x f t dt= +∫    كدام است؟f(1) باشد 1

1 (1
2  2 (3

4  3 (5
4  4 (9

4  

 حاصل -8
x xe e dx

x

− −∞ −
∫

2
   كدام است؟

1 (1   2 (1-  3 (Ln2   4 (–Ln2  

) در شرط f تابع -9 ) ( )x f t
f x dt

cos t
= ∫   كدام صحيح است؟. كند  صدق مي2

1 (f 2  ت پيوسته اس در (f صعودي اكيد است در   

f) 4   استy= f(x) عمود بر x= 0خط ) 3 π⎛ ⎞ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

14  

) سري -10 )n
n

cos x
∞

=
−∑

1
f است حاصل f(x) همگرا به 1 π⎛ ⎞′⎜ ⎟

⎝ ⎠6
   كدام است؟

1 (1
2  2 (−

1
2  3 (2

3  4 (−
2
3  

  :حل نمونه سؤالات

)  . صحيح است 1 گزينه -1 ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

n n n
A sin n sin n sin / cos n / cos n /

sin / sin /

sin sin /A cos / cos( / )
sin / sin /

= = =
= = = − − +

⇒ = − =

∑ ∑ ∑
100 100 100

1 1 1

1 12 0 5 0 5 0 52 0 5 2 0 5
1 50 50 50 5 100 52 0 5 0 5
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  2 و1رياضي

)  . صحيح است 4 گزينه -2 ) ( ) ( )
c c

c ce e cf f c , : c e
cc c c

− +
= = ⇒ ∃ ∈ − = ⇒ =

++ +

2
2 2

2 2
11 1 2 11 2 2

  

/  . صحيح است 4 گزينه -3 /I x dx x
/ /

− −= = = =
−∫

1 0 992 1 0 992 11 1 1251 0 992 0 008  

  .صحيح است  4 گزينه -4
( )( )

( ) ( )

ds x dx dy s x xdx s x x dx

s x x

= π + ⇒ = π + ⇒ = π + − +

⎡ ⎤
⇒ = π + − + = π⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦

∫ ∫
1

3 32 2 2

5 3
2 2

2 2 1 2 1 1 1

32 2 2322 1 15 3 15

  

)  . صحيح است 2 گزينه -5 )( ) ( )x xy e x x y e x x x x

x x x

− − ⎡ ⎤′ ′′= − + ⇒ = − − − − − =⎢ ⎥⎣ ⎦

⇒ − − = ⇒ =

2 2 2

3

1 2 1 4 3 2 1 2 2

4 2 2 1
  

  . صحيح است 4 گزينه -6
( )

( )

n nn n

nn n
n n n

L lim c x | x | lim c

cc cL lim x lim lim
c c c

+

+

= − < ⇒ − < ⇒ =

+
= − < ⇒ = ⇒ =

2

2 1
1

11 1 1 4 16
1 11 1 1616

  

  . صحيح است 3 گزينه -7
( ) ( ) ( )

( )
( )

( ) ( ) ( )

f x f x ,f

f x xdx dx f x x c f x f
f x

′ = + = =

′ +⎛ ⎞⇒ = ⇒ + = + ⇒ = − ⇒ =⎜ ⎟
⎝ ⎠+

∫

∫ ∫
2

1

2 51 2 1 1 12 41

  

  . صحيح است 4 گزينه -8
x x

yx yx yxe eI dx e dydx I e dxdy e dy Ln
x y

− −∞ ∞ ∞− − − ∞−
= = − ⇒ = − = = −∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫

2 2 2 2
1 1 1

1 2  

  . توضيح داده خواهد شدهاي بعد بيشتر در آزمون

)  . صحيح است 3 گزينه -9 )
( )

( ) ( )
( )

f x f x
f x ; f dx dx

f xcos x cos x

′
′ = = ⇒ =2 2

1  

)   :خط قائم بر منحني ) ( ) ( )f x tgx c f x tg x f x′⇒ = + ⇒ = ⇒ = ⇒ =212 4  

)  . صحيح است 3 گزينه -10 ) cos x sin xf x , cos x f
cos x cos x cos x

π
− π⎛ ⎞′= = − > ⇒ = =⎜ ⎟

⎝ ⎠ 2
6

1 1 21 6 3  

  
  
  
  


