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 هاي يك تحليل سازه/عمران

1T

2T
T

h

xd

A B DC E°−50
°+50°−100

°−100
°−50

°+100 °+50

L L LL

°+100

E

L

BA D

L
1

  
  
  

  :ها تغييرشكل ها در سازه
  : بررسي روش هاي محاسبه تغيير شكل ها در سازه ها مي پردازيم بهابتدا

  : عضو تشكيل شده باشد، تحت يك بارگذاري خاص داريمN اگر سازه اي از : روش بار واحد معين-
N

s i ii i i i i i
R

i li li li li

f V v dxN n dx M m dx T t dx( ) W
EA EI GA GJ1

1
=

⎧ ⎫⎪ ⎪×Δ θ + = + + +⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

∑ ∫ ∫ ∫ ∫  

گـاه در   از نشست تكيـه  كه عبارتست( اثر نشست تكيه گاهي   WR در نقطه مورد نظر سازه،       )يا چرخش ( تغيير مكان   ) θيا   (Δدر رابطه بالا    
i،  )سازه اصلي ضربدر مقدار عكس العمل تكيه گاهي در سازه بار واحد            i i iT ,V ,M , N       ي به ترتيب نيروي محوري، لنگرخمشي، نيروي برش ـ 

i ام در سازه اصلي و       iو پيچش در عضو      i i it , v ,m ,n         همان كميت ها در سازه بار واحد مي باشند  .fs     ضريب شكل در برش مـي باشـد كـه 

10 و براي دايره 2/1براي مستطيل برابر است با 
  . مي باشد9

و در نتيجـه   ((EA, GA) نسبت به صلبيت هاي برشـي و محـوري   (EI) بودن صلبيت خمشي دليل كوچكتر  در تيرها و قاب ها، معمولا به-
ده اثـرات برشـي و محـوري صـرفنظر     از جملات در برگيرن) بزرگتر بودن تغيير شكل هاي خمشي نسبت به تغيير شكل هاي برشي و محوري 

  .شود و فقط اثرات خمش و پيچش در نظر گرفته مي شود مي
   . اثر تغيير درجه حرارت، تغيير مكان داريم ولي تنش نداريم در سازه معين بر-

  كه اثر تغيير درجه حرارت به صورت دو جمله كه اثرات خمشي و محوري را 
  :در بردارند به جملات قبلي اضافه مي شود

) تغيير مكان در اثر تغيير درجه حرارت )N i
i

i li li

m T TT T
n T dx dx

h
2 11 2

1 2=

⎧ ⎫
⎪ ⎪−+⎛ ⎞⎪ ⎪= α − +⎨ ⎬⎜ ⎟

⎝ ⎠⎪ ⎪
⎪ ⎪⎩ ⎭

∑ ∫ ∫  

 اثر خمشي  اثر محوري 
 ضـريب انتقـال حرارتـي       α ارتفاع مقطع عـضو،      h دماي تار پايين عضو،      T2 دماي تار بالاي عضو و       T1 دماي محيط،    T رابطه،   كه در اين  

  .محوري عضو در سازه بار واحد مي باشند به ترتيب لنگر خمشي و نيروي ni و miمصالح عضو، 
  

T ( چقدر است؟Dدر سازه روبرو بر اثر تغيير درجه حرارت مقدار تغيير مكان قائم ) مثال   h) و = /0 2=  
  

)سازه اصلي(        

 
n)در سازه بار واحد فقط لنگر خمشي داريم  )=  

  
  )، لنگر خمشي در سازه بار واحدmدياگرام (  

 يا

 هاي يكتحليل سازه
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 هاي يك تحليل سازه/عمران

A B

B

B

B

A

A

A

××× BA

××× BA

××× BA

××× BA

1

21

21

31

=

=

=

=

يلصاهزاسردرگنلدحاورابهزاسردرگنل

A

B C

P

A

B C

m5

m2

m2

W ton= 3

( )
CD

BC

AB
l l l

D

M x x
M l x
M x x

( x)( ) (l x)( ) (x)( )dx dx dx l
/ / /

= − × = −⎧
⎪ = −⎨
⎪ = + × =⎩

α − ° − ° α − − ° − ° α − ° + °
⇒ ×Δ = + + = α∫ ∫ ∫ 2

1
1
1

100 50 100 100 50 1001 5000 2 0 2 0 2

 

  : در محاسبه انتگرال ها مي توان از قضايا و روابط زير جهت سهولت كار استفاده نمود-

 ر لنگر خمـشي سـازه      مقدار انتگرال حاصلضرب لنگر خمشي سازه اصلي در سازه بار واحد برابر است با مساحت زير نمودا                 : قضيه مور  -
  . سازه بار واحد دياگرام لنگراصلي ضربدر مقدار لنگر در مركز ثقل

  :حالت هاي زير را به خاطر بسپاريد -
  
  
  
  
  
  
  
  

   : را به دست آوريدcدر سازه روبرو چرخش نقطه ) مثال  
  
  
  

   نمودارهاي لنگر خمشي در سازه اصلي و سازه بار   حل
  .به صورت زير مي باشد ) استC واحد در نقطه كه ناشي از اعمال لنگر(واحد 

  
c   :طبق روابط ذكر شده داريم

( pl)( )(l) ( pl)( )(l) pl
EI EI EI

− − − −
θ = + × =

21 1 1 312 2 

)stابتدا بايد تغيير مكان مربوطه را با فرض اسـتاتيكي بـودن بـار محاسـبه كـرد                   ,  در مسائلي كه بار به صورت ضربه اي وارد مي شود           - )Δ  و 

 :ه دست آمده را در ضريب ضربه ضرب نمودسپس مقدار ب
st st

h V
g

β = + + = + +
Δ Δ

221 1 1 1   .)ضريب ضربه( 2

   . شتاب ثقل مي باشدg سرعت در لحظه برخورد و V ارتفاع سقوط وزنه، hكه در اين رابطه،
  B متري رها شود، مقدار تغيير مكان افقي نقطه 5تفاع ر تني از ا3در سازه زير اگر وزنه ) مثال  

): ست آوريدرا به د )EI kg.cm= × 10 22 10  
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 هاي يك تحليل سازه/عمران

B

A

C1

m.kg2
( )−

2u

3u

1u

را رسم ) Cبر اثر بار واحد روي نقطه (و سازه بار واحد ) C تني روي نقطه 3بر اثر بار استاتيكي (ابتدا بايد نمودار لنگر سازه اصلي       حل
  : سپس مقدار ضريب ضربه را محاسبه نمودو

  

( )−

( )−
m.kg2

m.kg2

      

( )−

( )−m.t6
m.t6

  
  

st c

st c

( ) / cm

h
( ) /

5 5
10 10

1 6 10 200 200 6 10 200 2001 1 63 2 10 2 10
2 10 1001 1 1 1 261 6

× × × × × ×
⇒ Δ = × + × =

× ×
×

β = + + = + + =
Δ

 

رسم و از ضرب كردن آن در نمودار لنگـر سـازه اصـلي    ) Bتحت اثر يك بار بار واحد افقي در نقطه        (حالا بايد نمودار لنگر سازه بار واحد را         
stمقدار  B( )Δرا به دست آورد .  

  

st B

B st B

( ) / cm

.( ) / / cm

× × ×
⇒ Δ = + × =

×
⇒ Δ = β Δ = × =

5
10

1 6 10 200 200 0 62 2 10
26 0 6 15 6

 

  : گره هاي سازه بيان شود داريمθ و Δ اگر انرژي موجود در سازه بر حسب :ل كاستيليانو قضيه او-

i i
i i

U UF , M∂ ∂
= =

∂Δ ∂θ
 

i(F بر حسب نيروها ه اگر انرژي موجود در ساز: قضيه دوم كاستيليانو- i(Mاي  و لنگره(   : گره هاي سازه بيان شود داريم(

i i
i i

U U,
F M
∂ ∂

= Δ = θ
∂ ∂

 

 ام i به ترتيب، تغيير مكـان و چـرخش گـره          iθ و   iΔ ام سازه و     i به ترتيب نيرو و لنگر گروه        iM و   iF انرژي سازه،    Uكه در روابط فوق،     
  .سازه مي باشند

كلاً هرچه سازه نامعين تر باشـد، تحليـل   ). به خصوص در سازه هاي نامعين     . (ط سازگاري تغيير شكل ها، هم توصيه مي شود        با استفاده ازرو  -
ها به دست مي آيند و از روي آنها مقدار نيروهـا و لنگرهـاي سـازه بـه     روش هايي كه در آنها ابتدا تغيير شكل (آن به روش هاي تغيير مكاني      

) تعـداد مجهـولات تغييـر مكـاني       (بهتر است، چون با افزايش درجات نامعين استاتيكي سازه، درجات آزادي سينماتيكي سـازه               ) دست مي آيد  
ن، روش هاي سازگاري تغيير شكل ها و كاسـتيليانو را بـه       وان توصيه، در مسائل نامعي    پس به عن  .  سازه آسانتر خواهد شد    كاهش يافته و تحليل   

  .روش بار واحد ترجيح دهيد
)  مجهـول  3 درجـه آزادي و      3( درجـه    3و به لحاظ سينماتيكي     )  مجهول 2( درجه   2سازه به لحاظ استاتيكي     ) براي مثال (  در خرپاي روبرو     -

  . نامعين مي باشد
  :و كلاً در خرپاها داريم

cnدر خرپاهاي مسطح  j r= −   )درجه نامعيني سينماتيكي (2←
cn در خرپاهاي فضايي j r3= − ←  
  . تعداد عكس العمل هاي تكيه گاهي مي باشندr تعداد گره هاي خرپا و jكه در روابط فوق 
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 هاي يك تحليل سازه/عمران

EI2
L3 C

BEI

M
A L

C
B

A Bθ
Bθ

C

A

Z

Y

X B

D
P

O

در دو سـر آن      ) عمود بر محور عضو   ( اختلاف تغيير مكان     δ  بچرخد و  2θبه اندازه    و در انتهاي دوم      1θ اگر عضو در انتهاي اول به اندازه         -
  :انرژي موجودي در آن عبارتست از. باشد

EI EI EIU ( ) ( )
l l l

2 2 21 1 2 2 1 22 3
2 6 6

= θ + θ θ + θ − δ θ + θ + δ  

  : را به دست آوريدBدر سازه روبرو مقدار چرخش گره ) مثال  
  

  حل
 تنهـا درجـه آزادي   Bچـرخش گـره     (فقط يك درجه نامعين مي باشد        درجه نامعين است ولي به لحاظ سينماتيكي         3مساله به لحاظ استاتيكي     

  :ابتدا انرژي سازه را بر حسب مجهولات تغيير مكاني به دست مي آوريم). سازه است
  
  
  

AB B BC B B B
EI ( EI) EI EIU ( ) , U ( ) U
l l l l

2 2 2 22 2 2 4 1023 3 3
⎛ ⎞= θ = θ ⇒ = + θ = θ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

  :از قضيه اول كاستيلياتو داريم

B B
B

M lU EIM M
l EI

320
3 20

∂
= ⇒ θ = ⇒ θ =

∂θ
 

  )EI و GJ و lطول اعضا  (:در شبكه مقابل درجات آزادي و مقدار آنها را به دست آوريد) مثال  
  

هـيچ  , در اين شبكه بـه علـت تقـارن موجـود در سـازه     . د كه تمام نيروهاي آن عمود بر سازه مي باشد ي گوين  شبكه به سازه افقي م      حل
  .چار پيچش هم نمي شونددوراني نداريم و اعضاء د

  
  
  
  
  

  :پس.  مي باشدz در راستاي Oتنها درجه آزادي سازه، تغيير مكان نقطه 

OA OB OC OD
EI EI EIU U U U U
l l l

U plp
EI

= = = = Δ ⇒ = × Δ = Δ

∂
= ⇒ Δ =

∂Δ

2 2 2
3 3 3

3

6 6 244

48

 

  : اشكال و روابط زير را حتماً به خاطر بسپاريد-

A

P

B  B B
pl pl,
EI EI

3 2

3 2Δ = θ =  

A B

M

 B B
Ml Ml,

EI EI

2

2Δ = θ =  
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 هاي يك تحليل سازه/عمران

W

BA  B B
Wl Wl,

EI EI

4 3

8 6Δ = θ =  

A B
P

C  C A B
pl pl,

EI EI

3 2

48 16Δ = θ = θ =  

A

P

B  C A B C
pl pl, M M M

EI

3

192 8Δ = = = =  

W

C
A B

 C A B
Wl Wl,

EI EI

4 35
384 24Δ = θ = θ =  

W

CA B  C A B c
Wl Wl, M M M

EI

4 2
2384 12Δ = = = =  

A BC

M

 C A B
Ml Ml,

EI EI

2
216 3Δ = θ = θ =  

A BC

M

 A B
Ml M, M

EI
θ = =

2

4 2  (M در جهت (  

A B

P

 A B
pl pl, M

EI

2 3
32 16θ = =  

A B

P

 B
pl

EI

3

12Δ =  

W
B

A  B A
Wl Wl, M

EI

3 2

48 8θ = =  

B

W

A  A B
Wl WlM , M

2 2

20 30= =  

BA  A
WlM

2

15=  
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 هاي يك تحليل سازه/عمران

pp2

c

A B
L

L2
A′ B′

L L

M M

B

A D

c

A B
C

M

2 2

  
  : در سازه مقابلAθمطلوبست ) مثال  

 
  : از آنجا كه شكل متقارن است، مي توان نيمي ازآن را تحليل نمود  حل

  : در اين حالت برابر است باAθو با توجه به روابط ذكر شده 

2

A C 2Mo

 A

M l
M lMl

EI EI EI
2 2

6 6 24

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠θ = = =  

   : در سازه زير برابر است باB و A مقدار نزديك شدن دو نقطه ):83كنكور ارشد ) (مثال  

1 (pl
EI

3

3  2 (pl
EI

38  3 (pl
EI

32
3  4 (pl

EI

33  
  )روش بار واحد معين: ( سازه معين است و پس از تحليل داريم  حل

  
  

A
pl l pl l plB l l
EI EI EI

31 4 2 1 2 2 82 23 3
× ×

Δ → = × × + × × =  

 بـصورت تيـر طـره       ′BB و   ′AA صفر نيرويي اند و در نتيجه اعـضاي          AC و   BCاز همان ابتدا مشخص است كه اعضاي        : راه حل ساده تر   

plبا استفاده از رابطه معروف . كنند عمل مي
EI

3

3Δ   :طره داريمرهاي ي براي ت=

AA BB
( p)( l) (p)( l) pl pl

EI EI EI EI

3 3 3 32 2 2 24 8
3 3 3′ ′Δ = Δ + Δ = + = =  

   )از تغيير طول محوري اعضاء صرفنظر شود: ( را به دست آوريدBθدر سازه روبرو ) مثال  
  
  
  

   بصورت زير خم مي شود و چرخش دو سر آن BC با استفاده از تقارن مي دانيم تير   حل
  و . م و تغيير مكان دو سر آن نسبت به هم صفر استبا هم برابر ولي در خلاف جهت ه
   CD و AB، ميزان چرخش اين گره ها در اعضاي C و Bبا توجه به صلب بودن گره هاي 

  .هم همين مقادير را دارد
θ−=θB θ+=θC
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 هاي يك تحليل سازه/عمران

W
c

L

L

A

B

W

BA

WL

C

EI,L 22EI,L

W

BA

m wL CB
m

( ) ( )
AB B

BC B C cB

CD c AB BC CD

EI EIU ( ) ( )
l l
EI EIU ( ) ( )( )
l l
EI EI EI EIU ( ) U U U U
l l l l

M lU EIM M
l EI

= θ = −θ

= θ + θ θ + θ = −θ + −θ +θ + θ

= θ = θ ⇒ = + + = × θ = θ

∂
= ⇒ θ = ⇒ θ =

∂θ

2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2

2 2

2 2 2 63

122 2 6

 

   چقدر است؟B مي باشد دوران سمت راست مفصل EI اعضا يدر قاب شكل مقابل صلبيت خمش) 84كنكور ارشد ) (مثال  
  

1 (wl
EI

3

3  2 (wl
EI

3

2  

3 (wl
EI

3

4  4 (wl
EI

3

6  
  
  

  :مي توان سازه زير را تحليل نمود صفر است در ننتيجه به جاي سازه فوق AB با كمي دقت مشخص مي شود، لنگر خمشي عضو   حل
  

  
)  . صحيح است 1گزينه  )

B
W L WL

EI EI

3 32
24 3⇒ θ = =  

  

Cدر سازه مقابل ) مثال  
B

θ
θ

   چقدر است؟

  
  
  

  ): را مجهول فرض مي كنيمBلنگر در گره ( مي نويسيم B سازه را تفكيك كرده و معادلات سازگاري شيب را در گره   حل
  
  

B

B

Wl mlAB:
EI EI

m( l) (Wl)( l) ml Wl Wl ml ml Wl WlBC : Wl m m
( EI) ( EI) EI EI

3

2 3 3 3 22

48 4
2 2 7 7

3 2 16 2 3 8 48 4 3 8 48 12 4

θ = −

θ = − = − ⇒ − = − ⇒ = ⇒ =

 

B B

C
C c

B

ml Wl wl Wl Wl
EI EI EI EI EI

m( l) (wl)( l) Wl Wl Wl| |
( EI) ( EI) EI EI EI

3 3 3 3

2 2 2 3
3 8 12 8 24
2 2 26 2 16 2 4 6 8 12

⇒θ = − = − ⇒ θ =

θ
θ = − = − ⇒ θ = ⇒ =

× θ

 



  
 

88 صيرهاي آمادگي آزمون كارشناسي ارشد ن ه دور  بسيج دانشجويي دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي 

 هاي يك تحليل سازه/عمران

/ m1 5 / m1 5

ba

mm2

/ rad0 005

m.tonEI 135=

C

  
   كدام است؟kg.m بر حسب Mabدر تير شكل مقابل تحت نشست و چرخش تكيه گاهي نشان داده شده ): 83كنكور ارشد  (مثال  

1 (405  2 (495  
3 (855  4 (945  
  
  
  

با فـرض   .  فرض كنيم  V را در طرفين مفصل،      ينيروي برش . اشد اين مثال به روش شيب افت قابل حل است كه بسيار طولاني مي ب               حل
  :خواهيم داشت) ميتوانيم به طرف پايين هم فرض كنيم(  به اندازه دلخواه  به طرف بالا bجابجا شدن مفصل 

Vl V /ab : / / ( )
EI

3 31 50 002 0 002 13 3 135
×

= Δ + ⇒ = Δ +
×

b
a

mm2

Δ

v

  
  

Vl V /bc : l / / ( )
EI

3 31 51 5 0 005 23 3 135
×

θ − = Δ⇒ × − = Δ
×

 
Cb

Δ

V

. rad5

  
  : از طرفين داريمΔبا حذف 

ab
V / V // / / V / ton kg M vl / kg.m

3 31 5 1 50 002 1 5 0 005 0 57 570 570 1 5 8553 135 3 135
× ×

− = × − ⇒ = = ⇒ = = × =
× ×

 

  . صحيح است3گزينه


