
  
 

11 صيرهاي آمادگي آزمون كارشناسي ارشد ن ه دور   طوسيبسيج دانشجويي دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين 

 هاي يك تحليل سازه/عمران

Δ

Aθ
ABM

A

BAMB

Bθ

EI, L

W

M

M

A B
LM W=

2

12

P

M

M

PLM = 8

BA

هاوخلديراذگراب

A B

t/
m

1 5 t2

EI C

m1 m1m4
EI2

pabM
L

=
2

1 2

Pa bM
L

=
2

2 2

  
  
  
  

هـا     افـت، روش سـازگاري تغيـر شـكل         شيب"هاي نامعين عبارتند از       هاي مناسب در تحليل سازه       روش :هاي نامعين   تحليل سازه 
حالا روش شـيب    . ها پرداختيم   در نوبت قبلي به بررسي روش سازگاري تغيير شكل         "ضاياي كاستيليانو، روش پخش لنگر وروش سه لنگري       ق

  :كنيم افت را مرور مي

  :دلات شيب افت معا-
AB A B AB

BA A B BA

EIM ( ) M
l l
EIM ( ) M
l l

Δ⎧ = θ + θ − +⎪⎪
⎨ Δ⎪ = θ + θ − +
⎪⎩

2 32

2 32
 

 
B. باشـد    مي B و   Aهاي    گاه   بارگذاري مورد نظر در تيكه      گيرداري  به ترتيب لنگرهاي   BAM و   ABM در روابط فوق     - A,θ θ    دوران گـره 
A و B و Δ تغيير مكان نسبي A و Bباشد  مي.  
  : لنگرهاي گيرداري چند بارگذاري خاص عبارتند از-

    
  
  
  

W
M1 M2

WLM =
2

1 20
WLM =

2
2 30  

  :ب افت اصلاح شده معادله شي-
   ساده باشد معادلات شيب خارجي در يك تير سراسري،گاه هيكتاگر 

   :افت به صورت زير اصلاح خواهند شد

AB A AB BA
EIM M M
l l

Δ⎛ ⎞= θ − + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

3 1
2  

حالـت   برابـر   5/1، لنگر گيرداري انتهاي گير دار       هاي متقارن   بارگذاري با توجه به معادله فوق، در حالت تير يكسر گيردار، يك سر مفصل در                -
  .دو سر گيردار است

  
  : را به دست آوريدcθدر سازه زير ) مثال  

  
  
  

 هاي يكتحليل سازه



  
 

22 صيرهاي آمادگي آزمون كارشناسي ارشد ن ه دور   طوسيبسيج دانشجويي دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين 

 هاي يك تحليل سازه/عمران

a

b

c

d

L L

EI
δδ

a b c

δ δ

a

b
cθ

  حل

( )

( )

BC B BC CB BC B B

BA B B

B BA BC B B

CB B C C

EI EIM M M M / EI /
l l

( EI) /M ( ) EI

/M M M / EI /
EI

/M EI /
EI

Δ × ×⎛ ⎞ ⎛ ⎞= θ − + − ⇒ = θ + − − × = θ −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

×
= θ + = θ +

= ⇒ + = θ + = ⇒ θ = −

= θ + θ + = ⇒ θ = −

∑

2

3 1 3 2 2 1 2 2 1 5 0 752 2 8 2 8
2 2 1 5 42 2 24 12

0 3573 5 1 25

0 07142 0 5

 

cn  : اي درجه نامعيني سينماتيكي برابر است با هاي صفحه  در قاب- j c r= + −3  
cn  :هاي فضايي درجه نامعيني سينماتيكي برابر است با و در قاب j c r= + −6  

  .باشد ي ميگاه  تعداد قيدهاي تكيهr تعداد معادلات شرط و cها،   تعداد گرهjكه روابط فوق 
 هم دو درجه آزادي يدر طرفين يك مفصل برش). ها كه دو درجه آزادي دوراني دارند بجز مفصل. ( هر گره يك درجه آزادي دوراني دارد-

ازة مفصلي هايي كه بايد به س هاي محوري اعضا صرفنظر شود، درجات نامعيني انتقالي برابر است با تعداد ميله اگر از تغيير مكان. انتقالي داريم
و از (در ضمن به ياد داشته باشيد كه در اعضاي صلب درجه آزادي دوراني با درجه آزادي انتقالي رابطه دارد . شده اضافه نمود تا پايدار شود

  )هم مستقل نيستند
  

   .اگر از تغيير طول محوري اعضاء صرفنظر شود، درجه نامعيني سينماتيكي سازه مقابل را به دست آوريد) مثال  
  

  ) گره مفصلي1 گره صلب و 6( درجه آزادي دوراني دارد 8 طبق نكات ذكر شده، سازه   حل
 

  :كنيم هاي سازه را مفصل مي براي به دست آوردن درجه نامعيني انتقالي تمام گره
  

  شود پس با صرفنظر   سازه پايدار ميcd و ab ،ac ميلة 3با افزودن 
  .ي انتقالي داريم درجه آزاد3هاي محوري،  از تغيير شكل

  
  هاي  در تير شكل مقابل تحت نشست): 84كنكور ارشد ) (مثال  

   چقدر است؟Mabگاهي نشان داده شده  تكيه

1 (EI

L

δ
2

8  2 (EI

L

δ
2

6  

3 (EI

L

δ
2

4  4 (EI

L

δ
2

3  

  : داريمbc در تير صلب δ و θير شكل سازه و با توجه به رابطه  با توجه به تغي  حل

ab a b

l
l

EIab : M
l l

EI EI
l l l l

δ
δ = θ→ θ =

Δ⎛ ⎞= θ + θ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞−δ δ −⎛ ⎞= + − = δ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠ 2

2 32

2 3 8

  

.باشد  صحيح مي1گزينه   



  
 

33 صيرهاي آمادگي آزمون كارشناسي ارشد ن ه دور   طوسيبسيج دانشجويي دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين 

 هاي يك تحليل سازه/عمران

1

2

3

4
5

6

P

P 1

2

3

4
5

x

x

P P

P

p p

  :روش حداقل كار
ها با  در قاب(و لنگر خمشي ) در خرپاها(ي محوري و با نوشتن معادلات نيرو. گيريم  سازه، مجهول مييدر اين روش، به تعداد درجات نامعين

  :آيند ، از روابط زير مجهولات به دست مي) و محورييصرفنظر از اثر نيروي برش

  )در خرپاها(
i

ik i

ii

NN li
X

(EA)=

⎛ ⎞∂
⎜ ⎟∂⎝ ⎠ =∑

1
  

  )ها در قاب(
k i

i

MM dx
X
EI=

⎛ ⎞∂
⎜ ⎟∂⎝ ⎠ =∑

1
  

  :خرپاي زير را تحليل كنيد) مثال  
  

n  حل m r j ( )= + − = + − =2 6 3 2 4 1  
  
  
  

. ها و يا نيروي داخلي يكي از اعضا باشـد           العمل  تواند يكي از عكس     اين مجهول مي  . يك مجهول نياز داريم   . چون سازه يك درجه نامعين است     
  : و نوشتن نيروهاي ساير اعضا، بر حسب اين مجهول داريم6با مجهول گرفتن نيروي عضو 

F p x F x

F p x F p x

F x

= − − = −

= − − = +

= −

1 4

2 5

3

2 2
2 2
2 22

2
2

 

 
 

( )( )( )i
i

i

N p x l x lN li p x lx
EA EA EA EA=

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞∂⎛ ⎞ − − − − −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ +∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠= ⇒ + +∑
6

1

2 2 2 2
2 1 22 2 2 22 2  

( )(x)( ) l
x p

EA
+ = ⇒ = −

1 2 2
2 )نيروي فشاري(   

  .آيد نيروي ساير اعضا هم به دست مي)  ام6نيروي عضو  (xبا به دست آمدن 
  

  :نيروهاي داخلي حلقه روبرو را به دست آوريد) مثال  
EI,GA,fs,EAثابت ( =(  
  

  :داريم) گاهي گونه تكيه بدون وجود هيچ( تعادل باشد، اي خود به خود در حالت  اولاً اگر سازه  حل
)k : تعداد فضاهاي بسته وc :تعداد معادلات شرط (  n k c=   )درجه نامعيني (3−

⇒n  . درجه نامعين است3پس سازه  = × − =3 1 3  
  .دن به صورت روبرو استاگر حلقه را از وسط جدا كنيم، نيروهاي داخلي حلقه در محل جدا ش



  
 

44 صيرهاي آمادگي آزمون كارشناسي ارشد ن ه دور   طوسيبسيج دانشجويي دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين 

 هاي يك تحليل سازه/عمران

M M

MM

V

V

V

HH

H H

P P

M

M

V

θ

P
2

R

N

nP

nδ

*U

U

nP

nδ

*U U=

U

pH  : آيد م حلقه به دست ميياز تعادل افقي هر ن = 2  
  
  
  
  
  
  

 در نيم حلقه سمت چپ سعي در نزديك كردن دو سر نـيم حلقـه و در نـيم حلقـه سـمت          Vشود كه نيروي      با كمي دقت در شكل ديده مي      
V  : پس. ه با هم سازگار نيستندكدو سر نيم حلقه نسبت به هم دارد راست سعي در دور كردن  =  

 :آيـد   ، تمامي نيروهاي داخلي حلقه به دست مـي        Mپس با نوشتن معادلات حداقل كار و به دست آوردن           .  است Mدر نتيجه تنها مجهول،     
  با مقطع زدن از يك نقطه دلخواه و به دست آوردن نيروهاي داخلي داريم و

PRM M ( cos )

pV sin

pN cos

⎧ = − − θ⎪
⎪
⎪ = θ⎨
⎪
⎪

= θ⎪⎩

12

2

2

  

s

l

VM f VM ds MMU
M EI

⎛ ⎞∂⎛ ⎞∂
⎜ ⎟⎜ ⎟ ∂∂ ⎝ ⎠⎝ ⎠= ⇒ +

∂ ∫
l

Nds N ds
M

GA

⎛ ⎞∂
⎜ ⎟∂⎝ ⎠

+∫
l EA

PRM ( cos ) ( )(Rd )
M PR

EI

π

=

⎡ ⎤− − θ θ⎢ ⎥ ⎛ ⎞⎣ ⎦⇒ = ⇒ = −⎜ ⎟π⎝ ⎠

∫

∫
2 1 1 1 124 2

 

                          :در قضيه دوم كاستيليانو داريم: نكته  
*

n
n

U
p
∂

= δ
∂

  

  در شكل روبرو برابر است با مساحت: است مساحت انرژي مكمل ∗Uكه 
nمستطيل منهاي مساحت زير منحني  n(P )− δ)  كه معرف انرژي سيستمUاست (   

   برابرند و  با هم∗U و U خطي باشد nδ بر حسب nPتنها در صورتي كه رابطه 

n  : داريم
n n

U U
P P

∗∂ ∂
= = δ

∂ ∂
  

  
  
  
  

  ): ماكسول-بتي(قضاياي تقابل كار و تغيير مكان 
 P2برابر است با كار انجام شده توسط نيـروي          ) M2يا   (P2بر اثر تغيير مكان ناشي از نيروي        ) M1يا   (P1 كار انجام شده توسط نيروي       -
  ).M1يا  (P1بر اثر تغيير مكان ناشي از نيروي ) M2يا (
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 هاي يك تحليل سازه/عمران

P

/θ = 2

I3

1

I2

cmδ = 3

/ I1 5

M t.m= 2

2

I

P

EIK
L

= 3
3

A A

M

EIK
Lθ =

2

M

A
EIK
Lθ =

3

M t.m= 2

cmδ =
3
2

I3

I2

′2

P

A

3
48
L
EIk =

  . است1 وقتي همان بار در نقطه 2 است برابر است با تغيير مكان در نقطه 2 وقتي بار در نقطه 1 تغيير مكان در نقطه -
  

   چقدر است؟p مقدار 2 و 1با توجه به اشكال ) 84كنكور ارشد ) (مثال  
  
1 (p t= −1  

2 (p t=
2
3  

3 (p t=
4
3  

4 (p t=
8
3  

  
  

در ايـن  . ها را بـه لحـاظ سـختي معـادل سـازه ديگـر نمـود                  از آنجا كه سختي دو سازه با هم متفاوت است بهتر است يكي از سازه                حل

هاي آن عضو  ها و چرخش  برابر شود، تغيير مكانnصورت، اگر سختي عضوي 
n
  : يم را معادل كنيم دار2اگر سازه . شود  برابر مي1

  
  
  

  : داريم2' و 1هاي  حال با نوشتن رابط بتي ماكسول بين سازه
  
  

p cm ( t.m)( / rad) p t⎛ ⎞× − = − ⇒ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

3 82 0 022 3 . صحيح است4گزينه    

  :مدلسازي با فنر
ي هر يك از اعضاء سازه به صورت يك فنر با سختي معادل تبديل شده و با استفاده از ايـده فنرهـاي                       هاي دوراني و انتقال     ين روش سختي  در ا 
  .آيد  يا چرخش مورد نظر به دست مي مكان و موازي تغييرسري

نيـرو در فنرهـاي مـوازي بـه نـسبت           . دو فنر موازيند اگر تغيير مكان يكساني داشته باشند و سري هستند اگر نيـروي يكـساني داشـته باشـند                    
و در حالـت سـري      . باشد  فنرهاي معادل مي  هاي    سختي كل گره در حالت فنرهاي موازي برابر با مجموع سختي          . شود  هايشان تقسيم مي      سختي

  : داريم
N

T iik k=
= ∑

1

1 1  

  )باشند ها مربوط به نقطه اعمال بار مي همه سختي: (هاي زير را به خاطر بسپاريد شود، سختي  توصيه مي-
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 هاي يك تحليل سازه/عمران

A

P

EIK
L

= 3
3

A

M

EIK
Lθ =

A

P

EIK
L

= 3
12

A

M

EIK
Lθ =

4

A

L
4

L3
4

P

L3
4

L
4

A

A M

M
4

4
M3
4

3
Aθهبساحم4

4

3
4

3
4

1
4

يلصاهزاسردرگنل دحاورابهزاسردرگنل

L
4

L3
4

P
A B

K

D

C

Ox

y
z

O

RD

C

  
  
  
  
  
  
  

k را چنان بيابيد كه نسبت سختي دوراني به سختي انتقالي Lطول ) مثال  
k
θ⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

   در 

   . از تير زير برابر با يك شودAنقطه 
   اولاً دقت كنيد همواره سختي دوراني و انتقالي بايد براي يك نقطه خاص تعريف   حل

  شوند ثانياً سختي انتقالي مقدار باري است كه تغيير مكان متناظرش برابر واحد گردد و سختي 
   .نگري است كه چرخش متناظرش برابر با واحد باشددوراني در يك نقطه مقدار ل

A
A

p k

l lp
pl EIk

EIl EI l
Δ =

→

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠Δ = = ⎯⎯⎯⎯→ =

2 2
3 1

3

3 3 2564 4
3 256 3

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

A
A

M l M l Ml EI. . . . . . . . k
EI EI EI M k lθ

θ

θ =
⇒ θ = + = =

→
11 1 1 1 3 3 3 1 7 48

3 4 4 4 3 4 4 4 48 7  

EI
k l l lEIk

l

θ⇒ = = → =2

3

48
9 1127

256 112 9
3

 

   و در  مفصلO گرة 1در سازه روبرو اگر در حالت ) مثال  

) صلب باشد، نسبت O گره 2حالت  )
( )
Δ
Δ

1
2

EIkست؟  چقدر ا
l

⎛ ⎞
=⎜ ⎟

⎝ ⎠3
12  

(OA OB OC OD L)= = = =  
  :شوند  به صورت زير مدل ميOC و OD اعضاي 1 در حالت   حل

EIk
l

→ = 3
3  

  
OA.  ندارنديگونه سختي خمش ، هيچOC و OAو اعضاي دو سر مفصل  OB(k k )= =  

  :باشند و داريم  يك تغيير مكان دارند، موازي ميO و فنر در نقطه و از آنجا كه مجموعه چهار ميله
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 هاي يك تحليل سازه/عمران

O

R

B
A

EIK
L

= 3
3

O

R2

D
C

EIK
L

= 3
12

P

C
A B

L, EI2 2 L,EI

TO
EI EI EI plk ( )

EIl l l
⇒ = × + = ⇒ Δ =

3
13 3 3

3 12 182 18  

  ) فقط تغيير مكان قائم دارد و چرخش نداردO، نقطه y و xهاي  به علت تقارن در جهت: (شوند  اعضا به صورت زير مدل مي2در حالت 
  
  
  
  

TO
( )EI EI EI EI plk ( )

EI ( )l l l l

Δ
⇒ = × + × + = ⇒ Δ = ⇒ = =

Δ

3 123 3 3 3 2
3 12 12 42 42 72 2 42 18 3  

   : در تير شكل زير برابر است باMA و لنگر cمقدار جابجايي نقطه ): 83ر ارشد كنكو) (مثال  

1 (pl pl,
EI

−
38

2 15  2 (pl pl,
EI

−
32 4

5 3  

3 (pl pl,
EI

−
32 4

5 15  4 (pl pl,
EI

−
34

5 2  
دانيم كه فنرها با هم موازيند         مي Cوجه به تغيير مكان يكسان در نقطه         در نظر گرفت و با ت       را معادل فنر   BC و   ACتوان تيرهاي      مي  حل

  : سپس

AC BC C AC BC C
c

EI EI EI EI p plk , k k k k
k EI( l) l l l

×
= = = ⇒ = + = ⇒ Δ = =

3
3 3 3 3

3 2 3 3 15 4
152 4 4

 

  :شوند هاي تيرها بينشان تقسيم مي  و به نسبت سختيي به صورت نيروي برشP نيروي -

AC
AC A AC

C

EI
k p pllV p p M (V )( l)EIk

l

= × = × = ⇒ = =
3

3

3
24 215 5 5

4

 

  .باشد  صحيح مي3پس گزينه 
  

  :نكته آخر  
روش متنوع و گونـاگون  ....  و 4 يا 3 يا   2توان از     ها تنها درسي است كه اكثر مسائل آن را مي           توان گفت كه درس تحليل سازه     شايد به جرأت ب   

 روش حل و نتـايج،      3 يا   2ها را از      شود كه تا جايي كه امكان دارد مسائل تحليل سازه           به عنوان نكته آخر، به همه عزيزان توصيه مي        . حل نمود 
ايد و هم متوجه خواهيـد شـد          ها افزايش داده    با اين شيوه هم تسلط خود را بر همه مباحث و روش           . ها را با هم مقايسه نمائيد       مانها و ز    حل  راه

  .گشا خواهند بود مناسب و راه) هايي و با چه خواسته(ها در كدام مسائل  كدام روش


